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Anisotrope Stabschalenmodelle mit nichtsymmetrischem
Wandaufbau"
Holm Altenbach, Johannes Altenbach, Volker Matzdorf
In Fortsetzung einerfrüheren ArbeitÜber die Ableitung einerverallgemeinerten halbmomentenfrelen Schalentheorie für dünnwandige, ani-
sotrope Stabschalen mit überder Wanddicke symmetrischer Struktur werden die Grundgleichungen für den unsymmetrischen Fall abge-
leitet. Für praktisch wichtige Spezialfälle werden vereinfachte Gleichungen angegeben.
Die Arbeit diskutiert weitere Entwicklungen auf dem Gebiet derdünnwandigen Stabschalen und gibt einen aktuellen Literaturüberblick.
Anisotropic beam-shelI-models with non-symmetrical
structured walls
Following an earlier paperon the fundamentals of a generalized semi-momentshell theory for thinwalled, anisotropic structures with sym-
metry to the middle plane of the walls the basic equations for the case of non-symmetrical structures walls are derived. Simplifications are
presented for some important special cases.
The paper discusses further trends ofgeneralization and gives a state of the art by reviewing literature.
1. Einleitung
Berechnungsmodelle auf der Grundlageder Theorie dünn-
wandiger Stäbe [1], der halbmomentenfreien Schalen-
theorie von Vlasov [2] bzw. verallgemeinerler Stabscha-
lenmodelle [3], [4] haben in der Berechnungspraxis
(Leichtbau, Schiffbau usw.) breite Anwendung gefunden.
Forschungsarbeiten der letzten Jahre haben dazu geführt.
daß weitere Modellvorschläge für die Strukturanalyse erar-
beitet wurden. Den Schwerpunkt dabei bilden Fragen der
Verbesserung der Modelle selbst — dies bezieht sich
hauptsächlich auf die Erhöhung des kinematischen Frei-
heitsgrades [5], [6] und die Einbeziehung eines allgemei-
neren Werkstoffmodells [7] bis [9] — sowie die Effektivitäts-
Steigerung der numerischen Berechnungsverfahren [10],
wobei beide Problemkreise zunehmend in Wechselwir-
kung stehen.
In einer früheren Arbeit [7] wurden die Grundlagen einer
verallgemeinerten halbmomentenfreien Schalentheorie
für dünnwandige, anisotrope Konstruktionen mit symmetri-
schem Wandaufbau abgeleitet. Ausgehend von dieser Ar-
beit soll in diesem Beitrag eine Erweiterung auf den Fall
nichtsymmetrischen Wandaufbaus vorgenommen wer-
den. Dieser Fall wird zunehmend auch für anisotrope Mo-
delle bedeutsam, da konstruktive Anisotropie (z. B. Anord-
nung von Aussteifungen in bestimmten Richtungen für ein-
zelne Blechfelder) und Materialanisotropie (z. B. Einsatz
von Verbundwerkstoffen, Werkstoffverbunden bzw. Lami-
naten aus Faserverbunden) nicht immer ausreichend ge-
nau im Rahmen von Modellen mit symmetrischem Wand-
aufbau beschrieben werden können.
In der vorliegenden Arbeit wird die Gültigkeit der linearen
Elastizitätstheorie vorausgesetzt. Außerdem erfolgt die
Ableitung der Grundgleichungen im Rahmen der klassi-
schen Theorien für dünnwandige Flächentragwerke [11],
[12]. Mit den dabei gefundenen Beziehungen lassen sich
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lange, stabförmige Faltwerke mit ausgeprägter Anisotro-
pie und symmetrischem bzw. nichtsymmetrischem Wand-
aufbau in den einzelnen Schalenstreifen bezüglich der je-
weiligen Schalenmittelfläche (SMF) modellieren. Wichtige
Sonderfälle sind darin enthalten.
2. Das elastische Potential für aniso-
trope Stabschalen mit unsymmetri-
schem Wandaufbau
lm hier analysierten Fall gelten die Gln. (1.1) bis (1.14) der
Arbeit [7] unverändert. Sie werden daher an dieser Stelle
nur verkürzt wiedergegeben. Betrachtet man anisotrope,
prismatische Stabschalen, die aus n dünnen, ebenen, im
Grundriß rechteckigen Schalenstreifen bestehen, wobei
die Längskanten biegesteife oder gelenkige Verbindungen
aufweisen können, lassen sich (n+ 1) Koordinatensy-
steme einführen: das globale Koordinatensystem x,y (be—
Iiebig wählbare Bezugsachsen fürden Gesamtquerschnitt)
und z (beliebig wählbare Stabachse) sowie n lokale Sy-
steme (jeweils 1 System je Streifen). Die lokalen Systeme
werden durch die Koordinaten z, (parallel zur z-Achse), s,
(Konturkoordinate in den Querschnittsebenen) definiert. r
Dabei ist i = 1, 2, . . . , n. Damit lassen sich die Grundglei-
chungen für den i-ten Streifen in folgender Form angeben:
— die Verschiebungen für die i-te SMF
Ur = “NZ/’31): VI = Via/.31). WI = WI(ZI‚Si) (2-1)
—- die Belastungen für die i-te SMF
o Flächenlasten
pz‚=pz‚(zr.s‚). ps‚=ps‚-(zr‚sr)‚ p„‚=p„‚(z‚. 31) (2.2)
o Randlasten
qz,lz‚=0 = qz‚(0:sl)r qs,lz‚=0 = (140,81).
(2.3)
inlzr=0 = q"r(o' s’)
q"'/2'=7= qufl-sl)! qsrllr=l = q31(llsl)l
(2.4)
qn‚iz‚=l = {IM/‚31)
87
—- der Schnittgrößenvektor Qi(t.—Dicke des i-ten Streifens,
n, - Scheibenkräftevektor, m, — Plattenmomentenvek-
tor)
air = [nh' ml]
["2" "an "1m: mzn ms" mzm] (2-5)I
l
(‚[2
J. [an as; Tun: Üz‚nh 03,”): Tmfllldnl
-f‚’2
- der Deformationsgrößenvektor E‚(s‚ — Verzerrungsvek-
tor, x‚-— Krümmungsvektor)
EIT [81; XI]
= [31,: 53.: 52,3; “zu Ks” Kz‚s‚] (2-6)
mit den geometrischen Beziehungen derScheibentheo—
rie
52: = "1.1;: 5s; = Vl‚s‚: 52,3, = ULs‚+Vi‚z‚ (2-7)
und den geometrischen Beziehungen der Plattentheon'e
K2, = —Wl‚z‚z‚y Ks, = “WLsisfl Km, = _2W1,s‚z‚ (2-8)
- sowie das Elastizitätsgesetz
  
of = clEl (2.9)
mit der Steifigkeitsmatrix
_ C1110121013: I C141C15IC161
. C12lczle231 I CISICZSICZSI
c Cs: CK! 013102310331 ; 16IC261036I
[=- ......'...... = . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . ..
CK] . CPI 01410151016! Z 04410451046]
C15ICZ5IC26I I 04510551056!
016102610361 ; 046105610661
Der Ermittlung der Elemente der Steifigkeitsmatrix (2.10)
ist ein umfangreiches Schrifttum gewidmet, es kann exem-
plarisch auf [13] bis [1 6] verwiesen werden. Im Unterschied
zu [7] wird die Steifigkeitsmatrix (2.10) zunächst als vollbe—
setzt angesehen. Nullelemente treten im allgemeinen nur
für Sonderfälle auf. So verschwindet die Untermatrix CK,
vollständig für symmetrischen Wandaufbau. lm Falle iso-
tropen Werkstoffverhaltens Iäßt sich statt der SMF für be—
stimmte Situationen eine Referenzfläche finden, für die die
Koppelterme verschwinden. Für allgemeine Materialani-
sotropie gelingt dies nicht [16], [17]. In der Tabelle 1 ist die
Zahl der linear—unabhängigen, von Null verschiedenen
Steifigkeiten für den allgemeinen Fall und verschiedene
Sonderfälle der Anisotropie sowie für symmetrischen und
unsymmetrischen Wandaufbau dargestellt.
Tabelle 1
Wandaufbau nichtsymmetrisch symmetrisch
Anisotropie 1 8 1 2
Orthotropie 1 2 8
Transversal-Isotropie 6 4
(ni — lsotropieachse)
Isotropie 6 4
Unter Beachtung der Beziehungen (2.1) bis (2.10) für den
i-ten Schalenstreifen erhält man das elastische Potential
für die Stabschale in folgender Form
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H = (7/2) 20) „i'd: { a!IlC11iUi2‚z‚ + 0221Vi2,s,
+ Caai(ui‚s‚ + VI.z)2 + CwW12‚z‚z‚+ C551wlz,s,s,
+ 4Ceslwl2,zm + 20121UI;.V1,5, '1' 2C 131UI‚z‚(UI‚s‚ + V1.2)
" 201aul,z.WI.z,z.— 2C15IUI.z,WI,s,s, “ 4Cwlul‚z‚wl‚z‚s‚
+ 20231Vl,s,(ul,s,+ V1.2) - 20151Vl‚s‚WI‚z‚z‚ — 20251VI‚s‚wl‚s‚s‚
- 4CzaVr‚s‚WI,z‚s‚ ‘ 20161(Ul,s, + V1.2) Wim;
" 2Cza(UI‚s‚+ VI‚z)WI‚s‚s‚ — 4C361(Ul‚s‚ + VLz)Wm:
+ Zme,,z,z,w,,,,s, +4me,,u,w,,,,,,
+ 4CwWI‚s‚s‚WI‚z‚s‚ " 2071,11: + Ps‚VI + Pn,WI)]dZI
— (02,”! + qsivl + quI)u,-o
— (q„u‚ + qs‚v‚ + q„‚w‚)„‚=‚}ds‚ (2.11)
d, ist die Ausdehnung des i-ten Streifens in Richtung der
Konturkoordinaten s‚. Die Steifigkeiten C„„(r‚ p = 1, 2, ... 6)
können sich im allgemeinen Fall des hier analysierten Mo-
dells mits, und z‚ändem, wobei diese Abhängigkeiten in je-
dem Streifen anders sein können.
3. Reduktion der zweidimensionalen
Aufgabe
Mit Hilfe des Verfahrens von Vlasov und Kantorovich [18]
Iäßt sich das zweidimensionale Problem auf ein eindimen-
sionales reduzieren. Für die Verschiebungen u„ v}, w‚wer-
den folgende Produktansätze gemacht
Ui(zh VI) = 2:0) U/(ZI) tI’KSI) = UT(ZI)¢(SI),
v‚(zi w) = 2m m2,) ms» = v’(z‚)«p(s‚)‚ (3.1)
W/(ZI. VI) = 2(k) Vk(ZI) Eds!) = VT(ZI)§(SI)-
Dabei sind ¢(s,), ¢(s,), §(s,) die Vektoren derverallgemei-
nerten Koordinatenfunktionen und U(z‚), V(z‚) die Vekto-
ren der verallgemeinerten Verschiebungen. Mit diesen
Produktenansätzen geht das elastische Potential in fol-
gende Form über
H = (1/2) ojl[U"A,U' + v’Asv + UTA3U
2UTA15V’ + V’TA4V’ + V”TA7V"
VTA12V + 4V'TA9V' + 2U'7A„v + 2UTA2U’
2U’TA13V' —-2U'TA‚7V" — 2U’TA‚9V— 4U’TA18V”
2UTA16V + 2vTA5V' — 2VTA25V” — 2VTA25V+
+
+
+
— 4VTA27V'——2UTA20V"—V'TA23V”— 2UTA22V—2V’TA25
— 4UTA21V’ — 4V'TA24V' + 2vTA„‚v" + 4V’TA8V”
+ 4V’A„V' — 2(UTIz + VT!s + VTfn)]dz
(uTrz + vTrs + vTr,,).z=o m (u’rz + W, + VTr„)„=‚
(3.2)
mit (. . .)' = ö(. . .)löz‚ sowie den Abkürzungen für die Vek-
toren der verallgemeinerten Flächenlasten IT = [fz, f5, I„]
I, = <p,,¢>, rs = <ps,¢>, !„ = <p,,,.§>, (3.3)
den Vektoren der verallgemeinerten Randlasten
rle-oJ = [’1' rs: rn]lz=o‚l rz‚Iz=0,l = <qz‚-Iz=o‚l ¢>n
l's‚|z=o‚| = <q3‚|z=o‚w >n ’n‚iz=o‚t = <Qn‚lz=o_‚lf> (3-4)
sowie den Matrizen der verallgemeinerten Querschnitts-
werte
A1 = (C11I¢¢T>.
A3: <C331¢°¢°T>r
‘5 = < 023170972
A2 = <C1al¢°¢r>:
A4 = <Cacm'>.
A6 = <szl¢°¢°r>y
A, = <c„‚:°:’>‚
Am: <C45I€°°CT>1
A12 = <05515°°C°°7>‚
A14 = < 012147075,
A15 = < C23195°T€°T>‚
A13: <Cm¢§°r>,
Am: <Cra¢°§T>.
A22 = < CMÖ°C°°T>‚
A24 = <Casm§°7>,
A26 = <Crslfofr>‚
A7: <c„‚:c’>‚
A9= <Cesr€°for>.
A11 = <Csa§°°5°r>.
A1: = <Cm¢fr>.
‘15 = <Caal¢°PT>.
A"= <C14¢§T>,
A19 z <Crafimrä
A21: <Casl¢°§°T>.
A23 = < 01617575.
A25 = < Czsrfimrä
A27 = < Czsr!°C°T>‚ A25 = < Czsrfofoor>‚
mit (...)° = ö.(...)lös‚. In den Formeln (3.3) bis (3.5) ist
unter dem Symbol <(. . .)> das Integral über die Wand-
dicke zu verstehen
d:
= 2‘00!
Für zwei praktisch wichtige Sonderfälle vereinfachtsich
der Berechnungsaufwand für die Matrizen A1, . . . , A23
wesentlich:
1 . Die Steifigkeitswerte Cm, hängen nicht von s,ab, sindje-
doch in jedem Streifen unterschiedlich. Damit erhält
man beispielsweise
d:
A1 = ErucrrloI Ö‘I’Tdsi-
2. Die Steifigkeitswerte Cm,- hängen nicht von s,-ab und
sind in allen Streifen gleich (Cm,- = Cm), folglich
gilt z. B.
d.-
Ar = Crrzmof 4’4’Td3i
4. Ableitung der Matrizen—Differential-
gleichung und der Randbedingungen
Mit der Forderung 611 = 0 erhält man die Matrizen-Diffe-
rentialgleichungen und die Randbedingungen in folgender
Form
—A‚U"+ (Ag—A27)U'+A3U+A,7V"'—(A,3—2A15+A20) V”
+(‘A14‘I' A15+ ‘19— 2‘21)V’+(A16“A22)V = fz
—A„'U'"— (A‚J—2A„‚T+A207)u"+(A,]—A,57—A,9T+2A2,OU'
+(A,6’—A220u+A,V""+(2AJ— 2A. +A23 —42;) vm
—(A.+ 4119— A,„— Ami— 4A24+ 1126+ A„T)V"
+(A5— A5T+ 2A„— 2A„T+ ‚425— A25T— 2A27+ 2A277)V'
+(A6+A‚2—2A23)V = r‚+r„‚
öU’[A‚U'+A27U—A„V"+(A13—2A‚R)V'+(A14—A19)Virz] = o
öV"[—A„T '-A„TU+A‚V"+(2A‚T-A2J)V'+(A‚J—A„T)v1 = o
av’1A,,’¢r'+(A,J—2A,.'+A„')U'+(A‚5’—2A„T)u—A‚V"
+(2Aa—2Agr—A23+A237)V”+(A4+4A9—A‚or—4A24+A257)V'
+(A5r+2A„7-A25—2A277)V i r, i” r,,] = 0
Dabei gelten inden Randbedingmgen die oberen Vorzeichen
fürdenRandz=0‚dieunterenfürdenRandz=/.
5. Sonderfälle
Bei der Analyse von Sonderfällen kann man leicht feststellen,
daß ein Teil der Matrizen der verallgemeinerten Querschnitts-
werte identisch Null werden bzw. in die zu lösenden Differential-
gleichungen mit Tem1en eingehen, die vemachlässigt werden
können, so daß die Berechnung des entsprechenden verallge-
meinerten Querschnittskennwerls überflüssig ist. Eine sorgfäl-
tige Analyse der Konstruktion bezüglich des Auftretens von
Sonderfällen der Anisotropie, der Symmetrieeigenschaften der
Tabelle 2
 
Fall I II III IV V VI VII VIII IX X
Matrix
Ar
Az
A3
A4
A5
As
A7
Aa
A9
A10
An
A12
A13
A14
A15
Am
An
A13
A19
A20
A21
A22
A2:
A24
A25
A26
A27
A23 X
0
X
O
X
O
O
X
0
X
O
X
O
X
X
O
X
O
X
X
0
X
X
0
X
X
O
X
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
X
X
O
X
O
X
X
O
X
X
O
X
X
O
X
X
O
X
O
X
0
O
X
O
X
O
X
O
X
X
O
X
O
X
X
O
X
X
O
X
X
O
X
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
X
X
O
X
O
X
X
O
X
X
O
X
X
O
X
X
X
\
X
X
\
X
X
\
X
X
\
X
X
X
X
X
X
\
X
\
\
X
X
X
X
X
X
X
\
\
X
\
\
X
\
\
X
\
\
X
X
X
X
X
\
\
\
\
o
X
X
X
X
X
X
\
\
x
X
\
\
X
\
\
X
\
\
\
X
\
X
X
\
\
\
\
O
\
\
X
X
X
X
O
O
O
‘
O
O
O
O
O
O
O
O
O
\
X
N
O
X
N
\
\
\
O
\
\
X
X
0
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
Summe N a: —A 03 .4 CD _n O A O) 10 21 _A U'I .4 O U‘
Legende:
x — entsprechende Matrix ist von Null verschieden
o - entsprechende Matrix ist identisch Null
/ — entsprechende Matrix geht nicht in das Modell ein
(Beschreibung der Fälle im Text)
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Wände bezüglich der SMF bzw. möglicher Modellvereinfa-
chungen kann somit zu einer wesentlichen Senkung des Be-
rechnungsaufwandes führen.
Tabelle 2 enthält Beispiele für Sonderfälle und eine entspre-
chende Auflistung der zu berechnenden Matrizen. Die Fälle I,
III, V beziehen sich auf nichtsymmetn'schen Wandaufbau und
entsprechend anisotropes, orthotropes sowie isotropes Mate-
rial. Die FäIIe II. IV. VI stellen die gleichen Materialsonderfälle
bei symmetrischem Wandaufbau. Die Fälle VII bis IX beziehen
sich auf anisotropes Material und nichtsymmetrischen Wand-
aufbau sowie bestimrnte Modellvereinfachungen: VII — Ver-
nachlässigung der Längskrümmungen (und folglich derLängs-
biegemomente), VIII — Vernachlässigung der Längskrüm-
mungen und Drillungen sowie IX — Vernachlässigung von
Längskrümmungen, Drillungen und Querdehnungen (er-
weitertes Viasovsches Berechnungsmodell für halb-
momentenfreie Stabschalen). Weitere Fälle sind denkbar
(2.8. Superposition von 2 Sonderfällen — Fall X ist die
Überlagerung von IV und IX). Interessant ist, daß bei der
hier beschriebenen Vorgehensweise die Struktur der zu
bestimmenden Matrizen der verallgemeinerten Quer-
schnittswerte für orthotropes und isotropes Material in be-
stimmten FäIIen übereinstimmen (sie enthalten allerdings
unterschiedliche Materialkennwerte). Damit sind auch die
Dgln. und die Randbedingungen für diese Fälle in ihrer
Struktur identisch. Folglich können für den wichtigen Fall
der Materialorthotropie mit symmetrischem Wandaufbau
die bekannten Lösungsalgorithmen für das isotrope Mate-
rial [9] verwendet werden.
6. Zusammenfassung und Ausblick
Die hier vorgestellte Erweiterung steIIt nur eine Möglichkeit
der Entwicklung neuer Stabschalenmodelle dar. Neben
der Frage der geometrischen Erweiterung stehen weitere
Probleme der Werkstoffmodellerweiterung zur Diskussion.
Dabei sollte man sich zunächst auf folgende Fragen kon-
zentrieren:
Übergang zur Timoshenko—Theorie (statt der Kirchhoff-
schen Hypothesen),
Einbeziehung viskoelastischer Schichten,
eben gekrümmte Stabschalen,
nichtprismatische Stabschalen.
Der erste Problemkreis wird besonders interessant für den
"Fall von relativ dünnwandigen Schichtlaminaten mit
schubweichen Zwischenschichten, da bis heute keine ge-
naueren Abschätzungen zu den Anwendungsgrenzen der
Kirchhoffschen Theorie existieren [13], [19], [20]. Die
zweite Fragestellung ist z. B. für die Modellierung der
Schwingungsdämpfung von Interesse. Erste Erfahrungen
im Rahmen von Stabschalenmodellen wurden z. B. in [21]
veröffentlicht. Die Ableitung von Modellgleichungen für
eben gekrümmte Stabschalenmodelle erfolgt in der Litera-
tur unter Voraussetzung sehr unterschiedlicher Modellver-
einfachungen [22] bis [30]. Auch hier stehen Abschätzun-
gen zu den möglichen Anwendungsgrenzen jeweilige Mo—
dellvereinfachungen noch aus. Eine Erweiterung der hier
vorgestellten Theorie auf schwach-nichtprismatische
Stabschalen ist nach den vorliegenden Erfahrungen für
isotrope Stabschalen leicht möglich [31] bis [33]. Stark-
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nichtprismatische Schalenmodelle können im allgemeinen
nicht als Stabschalen modelliert werden. Genauere Unter-
suchungen zu den Modellgrenzen stehen jedoch noch
aus.
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